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Sobre o curso
A Matemática é uma ciência que nasceu da necessidade que o homem tinha de resolver pro-
blemas, e vem se desenvolvendo e aprimorando ao longo dos tempos. Produz técnicas analíticas
que são empregadas por engenheiros na criação, desenvolvimento e aprimoramento tecnológico
de vários produtos. O mundo como o conhecemos hoje não seria possível sem a Matemática.
Não teríamos carros, aviões, celulares, computadores, televisões, aparelhos médicos, etc. Dessa
forma, essa nobre ciência é uma parte essencial das engrenagens que fazem a sociedade evo-
luir. Assim sendo, o profissional da área de Matemática é um elemento fundamental para o
desenvolvimento tecnológico e portanto sócio-econômico de qualquer sociedade.
Nesse contexto, é de suma importância o processo de formação de profissionais que vão
atuar na área de Matemática. Essa tarefa é desempenhada pelas instituições de ensino superior.
O processo de formação em um curso superior de Matemática envolve a aquisição de vários
conhecimentos. Para facilitar a assimilação destes, o curso é divido em várias disciplinas. Uma
dessas displinas é a Matemática Elementar. Em essência, essa disciplina revisa conceitos ele-
mentares da matemática. De um modo geral, vomos estudar alguns sistemas de numeração,
equacionar ploblemas e resolvê-los, recordaremos o enunciado do teorema de Pitágoras e cal-
cularemos as áreas das figuras planas mais comuns: quadrado, retâgulo, triângulo, trapézio e
círculo. A presente disciplina, para facilitar o entendimento, é dividida em cinco módulos:
• Sistemas de numeração;
• Proporcionalidade e porcentagem;
• Equação do 1◦ e do 2◦;
• O teorema de Pitágoras;
• Áreas.
O tempo de cada módulo é de quinze dias. O texto básico da disciplina é contemplado com
exercícios estrategicamente posicionados, de tal forma que o conteúdo previamente estudado
fique bem assimilado em seus conceitos mais básicos.
Quanto a metodologia, o curso seguirá com a seguinte base: estudo da teoria do livro texto,
com o treino através dos exercícios contido no mesmo, e atividades dentro do Ambiente Virtual
de Aprendizagem (AVA) que serão passados para os alunos dentro do período de vigência do
cada módulo, e que farão parte do processo de avaliação, assim como as provas presenciais.
Quanto ao sistema de avaliação, serão distribuídos 100 pontos, sendo 80 pontos provas es-
critas em modo presencial e 20 pontos nas atividades passadas pelo Ambiente Virtual de Apren-
dizagem (AVA) , sendo 4 pontos por módulo.
Quanto ao cronograma, descrito mais adiante, as 75 horas do curso são distribuídos nos
módulos de acordo com o número de semanas, considerando 4 horas de atividades de estudo
da teoria por semana, sendo necessário considerar para cada hora de estudo em teoria pelo
menos uma hora de estudo através de exercícios. Esse esquema tem por finalidade assegurar




Ao longo deste guia impresso você encontrará alguns “ ícones” que lhe ajudará a identificar
as atividades.
Fique atento ao significado de cada um deles, isso facilitará a sua leitura e seus estudos.
Destacamos alguns termos no texto do Guia cujos sentidos serão importantes para sua com-
preensão. Para permitir sua iniciativa e pesquisa não criamos um glossário, mas se houver







No término desta unidade o aluno estará familiarizado como os seguintes conceitos:
⊲ Estrutura de um sistema de numeração;
⊲ O que é um sistema de numeração posicional;
⊲ Operações com números decimais e não decimais;
⊲ Operações e propriedades básicas dos números racionais;
⊲ Potenciação e radiciação.
Prezado aluno, para melhor compreensão deste módulo leia paralelamente os seguintes textos:
1. Fomin, S. , Sistemas de Numeração, Matemática: Aprendendo e Ensinando -
Traduzido por Gelson Iezzi, Ed. Atual, São Paulo, 1995.
2. Lima, E. L, Logaritmos, Coleção do Professor de Matemática, Sociedade Brasileira de
Matemática, Rio de Janeiro, 1996.
3. Jakubovic, J., Lellis, M. C. T., Imenes, L. M. P., Frações e Números Decimais, Cole-
ção Pra Que Serve Matemática?, Ed. Atual, 2002.
4. Guidorizzi, H. L., Um Curso de Calculo Volume 1, Ed. LTC, 2001.
Alguns sistemas de Numeração
Na pizzaria do “Português” todos os itens do cardápio custam apenas 10 reais e não existe
taxa de entrega. A característica do cardápio não favorece apenas o comprador, mas também
todos os funcionários do estabelecimento.
Quando um cliente liga fazendo um pedido contendo doze unidades, o atendente imediata-
mente diz que o cliente terá de pagar 120 reais pelo seu pedido.
Agora, a realidade seria outra se o valor unitário da pizza fosse 17 reais. Claramente qualquer
atendente necessitaria de uma calculadora para passar ao cliente o volor de um pedido composto
por doze sabores de pizza.
As facilidades operacionais atribuídas aos números que são multiplos de 10 se devem ao fato
de que em nosso dia a dia estamos sempre trabalhando como o sistema decimal de numeração.
Nesse sistema todo número natural n é escrito na forma
n = dk · 10k + dk−1 · 10k−1 + · · ·+ d1 · 101 + d0,
com dk, dk−1, · · · d1, d0 sendo um número tomado entre 0 e 9. Em outras palavras, n é sempre
escrito como uma soma de unidades, dezenas, centenas, milhares, etc.
Definição 1 (Sistema de numeração ). Um sistema de numeração na base b, é o sistema no
qual todo número natural é representado através da soma nita de potênias do número b, isto é, se
n é um número natural, então:
n = ck · bk + ck−1 · bk−1 + · · ·+ c1 · b1 + c0,
om ck, ck−1, c1, c0 sendo tomados entre 0 e b− 1.
Os oeientes ck, ck−1, · · · , c1, c0 são hamados de algarismos.
Observação. Se n = ck · bk+ ck−1 · bk−1+ · · ·+ c1 · b1+ c0, utilizamos usualmente a notação
(ckck−1 · · · c1c0)b para representar que o número natural n é esrito na base b através dos
algarismos ck, ck−1, · · · , c1, c0.
Exemplo 1 (Sistema de numeração decimal). Iniialmente vamos estudar um pouo do sistema de
númeração que rege o nosso dia a dia. O famoso sistema de numeração deimal. Veremos que no
iníio tal sistema não era assim tão famoso.
Se perguntarmos a qualquer pessoa do seu onvívio diário em que ano estamos, após um breve
sorriso, reeberá a resposta: 2012 é laro. Note que segundo a Denição (1), o número 2012 é
omposto por 2 unidades, 1 dezena, 0 entenas e 2 milhares, isto é,
2012 = 2000 + 10 + 2 = 2 · 1000 + 1 · 10 + 2
= 2 · 103 + 0 · 102 + 1. · 101 + 2
= (2012)10.
Observe que neste exemplo temos b = 10 e que os algarismos são dados por:
c3 = 2, c2 = 0, c1 = 1, c0 = 2.
Assim sendo, (2012)10 é representado por 2012.
O sistema de numeração deimal tornou-se mundialmente popular pelo fato dos dedos das mãos
terem sido as primeiras aluladoras ao alane do homem. Nem sempre o sistema deimal foi o
predominante. Em vários momentos da antiguidade os povos utilizavam o sistema duodeimal, isto
é, base 12, na qual a unidade é também onheida por duzia. Esse sistema se deve ao fato dos dedos
das mãos, exeto o polegar, serem ompostos por 12 falanges. Com uma mãozinha do professor,
podemos visualizar esta poderosa maquina de somar:
FIGURA 1.1: FONTE: mão do professor autor
Ainda hoje temos resquíios desse sistema. Por exemplo, os ovos são omerializados por dúzias,
os jogos de xíaras e pratos sempre vêem om 6 ou doze unidades.
Exemplo 2 (Sistema de numeração binário). Todo sistema de numeração no qual b = 2 é hamado
binário. O sistema binário é o mais simples sistema que se pode trabalhar, uma vez que neessitamos
apenas dos algarismos 0 e 1 para representar qualquer número natural. Nesse sistema 2 é a unidade.
O sistema binário é importante para o nosso dia a dia pelo fato dos omputadores trabalharem
internamente utilizando esse sistema.
Sistemas de Numeração Posicionais e não posicionais
Considere um número natural n e vamos escrevê-lo num sistema de numeração ao qual
adotaremos uma base qualquer b. Assim, temos:
n = ck · bk + ck−1 · bk−1 + · · ·+ c1 · b+ c0, (1.1)
o que se denota por:
n = (ckck−1 · · · c1c0)b.
Note que na igualdade (1.1), a representatividade de cada algarismo depende da posição
que ocupa. Por exemplo, no número 2012, o algarismo 2 aparece em duas posições distintas.
Analisando da direita para a esquerda, num primeiro momento 2 representa duas unidades e
num segundo 2 milhares.
Definição 2 (Sistemas de numeração posicionais e não posicionais). 1. Sistemas de numeração
nos quais a ordem dos algarismos é relevante são hamados de posicionais.
2. Se a ordem dos algarismos não é relevante, então o sistema é hamado de não posicional.
Exemplo 3 (Algarismos Romanos). Os algarismos romanos são o exemplo mais onheido de sis-







Por exemplo, 2012 em algarismos romanos é esrito da forma
2012 = MMXII.
Note que, os algarismosM e I apareem em posições distintas na representação do número 2012,
mas sempre representando o mesmo valor.
Troca de Sistemas de Numeração
Nesta seção, vamos aprender a representar um número real em qualquer sistema de núme-
ração. Por exemplo, vamos converter o número 2012 do sistema decimal para o sistema senário,
isto é, com base 6. Como estamos convertendo 2012 para o sistema senário devemos escrevê-lo
na forma
2012 = ck · 6k + ck−1 · 6k−1 + · · ·+ c1 · 61 + c0.
Como determinamos os coeficientes ck, ck−1, · · · , c1, c0?
Iniciamos o processo dividindo 2012 por 6. O resto dessa divisão será c0. O próximo passo é
dividir o quociente obtido no passo anterior novamente por 6. O resto obtido, será c1. Repetimos
esse processo até que o quociente seja menor que a base em questão (note que neste exemplo
estamos trabalhando com a base 6). Observamos que o quociente menor que 6 será o último

























Assim sendo, o número 2012 na base 6 será o número
2012 = (13152)6.
MUDANÇA DE BASE: CASO GERAL
Seja n um número no sistema decimal de numeração e considere b uma base qualquer
diferente de 10. O nosso objetivo é representar n na base b, isto é, determinar coeficientes
ck, ck−1, · · · c1, c0 tais que
n = ckb
k + ck−1b
k−1 + · · ·+ c1b+ c0.
Método Prático. Dividindo n por b, vamos obter resto igual a c0, uma vez que todas as demais
parelas que ompõem o número b são divisíveis por b exeto a parela c0. Agora, onsidere q0 o
quoiente obtido da divisão de n por b. Dividindo q0 por b, o resto será c1 e, obtemos, um novo
quoiente q1. Dividindo q2 por b o resto será c2 e, temos, um novo quoiente q2. Repetimos esse
proesso até obtermos um qk < b. Tal quoiente será o último algarismo relevante.
Exemplo 4. Resreva o número 2012 na base 2.
Solução. Seguindo o método prátio, dividimos iniialmente 2012 por 2. Obtemos o quoiente
q0 = 1006 e resto 0. Assim, c0 = 0. Dividimos q0 por 2 obtemos q1 = 503 e resto 0. Assim, c1 = 0.
Dividindo q2 por 2 obtemos q3 = 251 e resto 1. Assim, c2 = 1. Dividindo q3 por 2 obtemos q4 = 125
e resto 1. Assim, c3 = 1. Dividindo q4 por 2 obtemos q5 = 62 e resto 1. Assim, c4 = 1. Dividindo
q5 por 2 obtemos q6 = 31 e resto 0. Assim, c5 = 0. Dividindo q6 por 2 obtemos q7 = 15 e resto
1. Assim, c6 = 1. Dividindo q7 por 2 obtemos q8 = 7 e resto 1. Assim, c7 = 1. Dividindo q8 por
2 obtemos q9 = 3 e resto 1. Assim, c8 = 1. Dividindo q9 por 2 obtemos q10 = 1 e resto 1. Assim,
c9 = 1. Agora, omo q10 < 2 o proesso é nalizado e o último algarismo relevante é c10 = 1.
Portanto, o número 2012 na base 2 será representado por
(2012)10 = (11111011100)2.
Teste seu conhecimento. Resreva o número 2012 na base 3.
Resp. 2012 = (21112)3
Sistemas de Numeração: relação de ordem
No sistema decimal para sabermos quando um número é maior que outro basta analisarmos
a quantidade de unidades, dezenas, milhares, etc. Por exemplo, o número 1211 é maior que o
número 211, uma vez que 1211 possui uma milhar a mais que o número 211.
Se os números analisados apresentam a mesma quantidade de algarismos o processo é o
mesmo. De fato, 201 é maior que 111, pois o número 201 possui uma centena a mais que o
número 111.
Esta discussão estende-se naturalmente para números em diversas bases. O número (111)8
é menor que o número (121)8, já que o número (121)8 apresenta um elemento a mais no segundo
nível em comparação ao número (111)8.
Só podemos comparar números com a mesma base?
TOME NOTA. Para ompararmos números que se enontram em bases distintas, basta
oloá-los na mesma base, utilizando o proesso de mudança de base. Por simpliidade,
sempre oloamos ambos os números na base 10 e depois omparamos.
Sistemas de Numeração: Adição, Multiplicação e Divisão
No sistema decimal ao somarmos dois números, por exemplo 2012 e 398, procedemos da
seguinte forma: primeiramente a soma é realizada da direita para a esquerda somando unidade
com unidade, dezena com dezena, milhar com milhar e assim por diante. Ao somarmos 8 com 2




















Pergunta. Como devemos entender as expressões a 0 e vai 1 e
a 1 e vai 1?
TOME NOTA. Na verdade não devemos dizer a zero e vai um ou a o um e vai um.
O orreto seria dizer a zero unidades e vai uma dezena e a uma unidade e vai uma
dezena. Note que troamos um por uma por se tratar de unidades, dezenas, entenas,
et.
ou simplesmente:
2012 + 398 = 2 · 103 + 3 · 102 + 10 · 101 + 10.
Após efetuarmos a soma, os coeficientes dos níveis zero e um deixaram de pertencer ao
conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Como estamos trabalhando no sistema decimal, todos os coe-
ficientes devem ser números entre 0 e 9 (veja Definição 1). Dividindo 10 por 10 (onde 10 é base
em questão) obtemos como quociente 1 e resto 0, isto é:
10 = 1 · 10 + 0
= 1 · 101 + 0.
Note que agora o número 10 passou a ser escrito como sendo a soma de um elemento do
nível um com um elemento do nível zero.
Assim sendo,
2012 + 398 = 2 · 103 + 3 · 102 + 10 · 101 + 1 · 101 + 0,
o que implica que:
2012 + 398 = 2 · 103 + 3 · 102 + 10 · 101 + 1 · 101.
Observe que o nível zero passou a ter 0 elementos e o nível um passou a ganhar mais um
elemento dado por 1 · 101, isto é:
2012 + 388 = 2 · 103 + 3 · 102 + 10 · 101 + 1 · 101
= 2 · 103 + 3 · 102 + (10 + 1) · 101
= 2 · 103 + 3 · 102 + 11 · 101,
justificando assim a expressão “fia zero unidades e vai uma dezena”.
Como o coeficiente do nível um é o número 11, que é maior que a base 10, dividimos 11 por
10 e escrevemos:
11 = 1 · 10 + 1.
Seguindo o raciocínio anterior,
2012 + 398 = 2 · 103 + 3 · 102 + 11 · 101
= 2 · 103 + 3 · 102 + (1 · 10 + 1) · 101
= 2 · 103 + 3 · 102 + 1 · 10 · 101 + 1 · 101
= 2 · 103 + 3 · 102 + 1 · 102 + 1 · 101.
Note que neste caso restou uma unidade no nível 1 e passamos a acrescentar uma unidade
no nível 2, justificando a expressão “fica um e vai um”. Observe
2012 + 398 = 2 · 103 + 3 · 102 + 1 · 102 + 1 · 101.
Ao somarmos os elementos do nível dois temos
2012 + 398 = 2 · 103 + (3 + 1) · 102 + 1 · 101
= 2 · 103 + 4 · 102 + 1 · 101
Logo:
2012 + 398 = 2 · 1000 + 3 · 100 + 1 · 10 = 2410.
Observação. É laro que na prátia não vamos alular a soma através do proesso
desrito anteriormente. Tais eslareimentos são válidos para entendermos omo somar em
sistemas não deimais, uma vez que, se a base for diferente de zero o proesso de soma será
o mesmo respeitando sempre a unidade do sistema de numeração em questão.
Exemplo 5. Como somamos os números (1234)5, (123)5 e (12)5?
Solução. A soma sempre é realizada da direita para a esquerda respeitando os níveis e a base em
questão. Ao somarmos os algarismos que ompõem o primeiro nível dos três números obtemos:
2 + 3 + 4 = 9.
























Exemplo 6. Multiplique os números (432)6 e (32)6.
Solução. Assim omo a soma, a multipliação sempre é realizada da direita para a esquerda respei-
tando os níveis e a base em questão. Primeiramente multipliamos todos os algarismos do número
(432)6 pelo algarismo do primeiro nível do número (32)6.
Como 2 · 2 = 4 e 4 < 6 temos que o 4 permanee e não vai número algum para o próximo nível.
(432)6
× (32)6
O próximo passo agora é multipliamos todos os algarismos do número (432)6 pelo algarismo do






Teste seu conhecimento. Multiplique os números (321)4 e (21)4.
Resp. (20001)4.
Exemplo 7. Qual o quoiente da divisão de (1577)8 por (50)8?
Solução. Primeiramente vale reordar que os algarismos que ompõem a esrita de um número na
base 8 são {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Ao dividirmos (1577)8 por (50)8 observamos que o primeiro algarismo




Porque o primeiro número do quociente entre (1577)8 e (50)8 deve ser (2)8? Não poderia ser
(3)8?
Se multipliarmos (3)8 por (50)8, omo 7 · 0 = 0 e 0 < 8 temos que o 0 permanee e não vai
número algum para o próximo nível. Observe:
(50)8
× (3)8















Teste seu conhecimento. Divida o número (100000000)2 pelo número (10000)2.
Resp. (0)2.
TOME NOTA. Prezado aluno, voê deve estar pensando que somar, multipliar e dividir
quando a base não é deimal é uma tarefa árdua. Não se preoupado! Existe um atalho
que pode evitar erros durante as operações que onsiste em sempre onverter os núme-
ros envolvidos para base 10, realizar as operações no sistema deimal e depois onverter
novamente para a base iniial.
é divisível por 3. Note que, 3 + 3 + 4 + 1 = 11, no qual mostra que o número 3.341 não é divisível
por 3.
Divisibilidade por 4
Um número é divisível por 4 se o número formado pelos seus dois últimos algarismos é divisível
por 4.
Exemplo 10. O número 17.248 é divisível por 4. De fato, o número formado pelos dois primeiros
algarismos de 17.248 é 48. Sendo 48 divisível por 4 onluímos que 17.248 é um número divisível por
4. Agora, o número 84.271 não é divisível por 4. Observe que o número formado pelos dois primeiros
algarismos de 84.271 é 71 que não é divisível por 4.
Divisibilidade por 5
Um número é divisível por 5 se o seu último algarismo é 0 (zero) ou 5.
Exemplo 11. O número 1075 é divisível por 5, pois termina om o algarismo 5. Agora, o número
214 não é divisível por 5 visto que seu último algarismo não é igual a 0 ou 5.
Divisibilidade por 6
Um número é divisível por 6 se é par e a soma de seus algarismos é divisível pelo número 3.
Exemplo 12. O número 4536 é divisível por 6, pois 4536 é par e a soma de seus algarismos 4 + 5 +
3+6 = 18 é divisível por 3. Agora, 1581 não é divisível por 6 uma vez que a soma de seus algarismos
1 + 5 + 8 + 1 = 15 é divisível por 3, mas 1581 não é par.
Divisibilidade por 7
Um número é divisível por 7 se o dobro do último algarismo, subtraído do número sem o último
algarismo, resultar em um número divisível por 7.
Exemplo 13. O número 1078 é divisível por 7. De fato,
Número estudado sem o último algarismo : 107
Último algarismo do número estudado : 8
Dobro do último algarismo do número estudado : 16
107− 16 = 91.
Agora, laramente 91 é divisível por 7. Assim, onluímos que 1078 é divisível por 7.
Já o número 8700 não é divisível por 7. De fato,
Número estudado sem o último algarismo : 870
Último algarismo do número estudado : 0
Dobro do último algarismo do número estudado : 0
870− 0 = 870.
Agora, devemos deidir se 870 é divisível por 7. Para isso, apliamos o teste novemente.
Número estudado sem o último algarismo : 87
Último algarismo do número estudado : 0
Dobro do último algarismo do número estudado : 0
87− 0 = 87.
Como 87 não é divisível por 7 temos que 870 também não será divisível por 7. Assim, onluímos
que 7 não divide 8700.
Divisibilidade por 8
Um número é divisível por 8 se o número formado pelos seus três últimos algarismos é divisível
por 8.
Exemplo 14. O número 361.024 é divisível por 8, pois 024 é divisível por 8. Agora, 361.124 não é
divisível por 8 pois 124 não é divisível por 8.
Divisibilidade por 9
Um número é divisível por 9 se a soma dos seus algarismos é um número divisível por 9.
Exemplo 15. O número 17415 é divisível por 9 já que 1 + 7 + 4 + 1 + 5 = 18 que é divisível por 9.
Agora, 7415 não é divisível por 9, pois 7 + 4 + 1 + 5 = 17 que laramente não é divisível por 9.
Divisibilidade por 10
Um número é divisível por 10 se terminar com o algarismo 0 (zero).
Exemplo 16. O número 1.234.567.890 é divisível por 10, uma vez que termina em 0. Agora, o
número 123.456.789 não é divisível por 10, pois não termina em 0.
Como verificar que tais critérios realmente funcionam?
Para provar a validade dos critérios listados acima vamos utilizar o que já aprendemos sobre
sistemas de numeração. Por exemplo, vamos justificar nas próximas linhas o critério de divisibi-
lidade por 8. Considere inicialmente um número qualquer N no sistema decimal de numeração.
Aprendemos que N pode ser escrito na forma:
N = ck10
k + ck−110
k−1 + · · ·+ c4104 + c3103 + c2102 + c110 + c0.
Claramente, os números 102 e 10 não são divisíveis por 8, pois:
102 = 1000 = 8 · 12 + 4
10 = 8 · 1 + 2.
Por outro lado, todos os números 10k, 10k−1, · · · , 104, 103 são divisíveis por 8, uma vez que:
103 = 1000 = 8 · 125
104 = 10000 = 8 · 1250 = 8 · 125 · 10
105 = 100000 = 8 · 12500 = 8 · 125 · 102
...
10k = 8 · 125 · 10k−2.
Assim sendo, podemos reescrever o número N da seguinte forma:
N = ck · 10k + ck−1 · 10k−1 + · · ·+ c4 · 104 + c3 · 103 + c2 · 102 + c1 · 10 + c0
= ck · 8 · 125 · 10k−2 + · · ·+ c4 · 8 · 125 · 10 + c3 · 8 · 125 + c2 · 102 + c1 · 10 + c0
= 8 · (ck · 125 · 10k−2 + · · ·+ c4 · 125 · 10 + c3 · 125)︸
Teste seu conhecimento. Justique o ritério de divisibilidade por 3.
Resp. Repita o argumento anterior.
TOME NOTA. Os ritérios de divisibilidade sitados nesta seção dependem intrisiamente
do sistema de numeração deimal, isto é, se o sistema de numeração for diferente do deimal
os ritérios podem não ser verdadeiros. Por exemplo, o número 49 é esrito na base 9 por:
(54)9. Note que, a soma dos algarismos é 5 + 4 = 9, mas 49 não é divisível por 3 nem por
9.
TOME NOTA. Observe que, quando y = 1 obtemos todos os números inteiros, ou seja,
Z ⊂ Q e, onsequentemente,
N ⊂ Z ⊂ Q.
NZQ
Considere os números naturais 14 e 30. Vamos denotar por D(14) e D(30) o conjunto formado
por todos os números que dividem 14 e 30 respectivamemte. Note que 1, 2, 7 e 14 são todos os
possíveis divisores de 14, isto é:
D(14) = {1, 2, 7, 14}.
Por outro lado, os números 1, 2, 3, 5, 16, 15 e 30 formam o conjunto dos divisores de 30, ou
seja:
D(30) = {1, 2, 3, 5, 16, 15, 30}.
Assim, podemos constatar que o maior número de divide 14 e 30 simultâneamente é o 2.
Vamos agora, repetir o mesmo estudo com os números 11 e 91. Observe que:
D(11) = {1, 11} e D(71) = {1, 71}.
Através dessa análise podemos definir:
Definição 4. Sejam x e y dois números inteiros.
1. O máximo divisor comum entre os números x e y, denotado por md(x, y), é denido omo
sendo o maior número que divide x e y simultâneamente;
2. Um número inteiro x > 1 é um número primo se seus únios divisores positivos são 1 e x, ou
seja, D(x) = {1, x};
3. Dois números inteiros x e y são primos entre si se md(x, y) = 1;
4. Um número raional
x
Exemplo 17. Os números
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97
representam todos os números primos entre 0 e 100.
Por outro lado, os números 14 e 30 são ompostos, visto que
(D(14)− {1, 14}) = {2, 7} 6= ∅;
(D(30)− {1, 30}) = {2, 3, 5, 16, 15} 6= ∅.
Todo número inteiro pode ser representado como produto de potências de números primos?
Sempre é possível, mas este resultado não será provado neste texto. Vejamos como a decom-
posição é construída através de um exemplo. Considere o número 67500. Iniciamos o processo
utilizando os números primos em ordem crescente. Dessa forma, dividimos 67500 pelo primeiro
primo maior que 1. Sendo 2 o número primo em questão, temos:
67500
Uma vez que, 5625 é divisível por 3, continuamos o processo utilizando o número 3. Observe:
67500
Teste seu conhecimento. Esreva o número 984.150 através de potênias de números
primos.
Resp. 2 · 34 · 52 · 73.
Definição 5. Considere m,n > 1 números naturais. O mínimo multiplo comum entre m e n,
denotado por mm(m,n), é o menor número divisível por m e n.
Exemplo 18. O menor número divisível por 2 e 5 é o 10, isto é, mm(2, 5) = 10. Se onsiderarmos
os números 3 e 9 teremos mm(3, 9) = 9.
Determinar o mínimo multiplo comum entre dois números pequenos é uma tarefa muito fácil.
Se os números analisados forem grandes, como procedemos?
Na prática, para calcularmos o mínimo multiplo comum decompomos si-
multâneamente os números analisados em potências de primos. O nú
mero procurado será o produto de todas as potências de primos obtidas
através da decomposição.
81 passamos para o próximo primo. Sendo 3 o próximo primo, obtemos:
35, 81
Teste seu conhecimento. Determine mm(27, 100).
Resp. mm(27, 100) = 2700.
Definição 6. Sejam
x1
Solução. Na prátia sempre utilizamos o mínimo multiplo omum para realizar a soma de dois
números raionais. Iniiamos alulando mm(14, 25). De fato:
14, 25
Pergunta. Agora que já sabemos somar e multipliar em Q, omo deidir se um número
raional é positivo, negativo ou zero?
A resposta é dada pela definição:
Definição 7. Seja
x
a milha é uma unidade usada para medir distâncias. Existe até uma prova do automobilismo
internacional em sua homenagem: “ As 500 milhas de Idianápolis ”.
Uma milha equivale a cerca de 1,6 quilômetro. Dessa forma, esta tradicional prova de auto-
mobilismo tem seu percurso total estimado em 800 km. O número 1, 6 anteriormente cidado, é
um exemplo de número decimal ou fração decimal.
Definição 8. 1. Todo número da forma
a, d1d2 · · · dn
é hamado de número decimal;
2. O número a à direita da vírgula é hamado parte inteira;
3. O número d1d2 · · · dn é hamado parte decimal;
4. Os números d1, d2, · · · , dn à esquerda da vírgula são hamados digítos da parte decimal;
5. O natural n é o número de digítos da parte deimal.
Observação. Todo número deimal sempre é esrito omo sendo a soma da parte real
om a parte deimal, ou seja, se N = a, d1d2 · · · dn, então temos a deomposição:
N = a, d1d2 · · · dn = a+ 0, d1d2 · · ·dn.
Exemplo 22. São exemplos de números deimais:
1. Note que: 0, 5⇒ a = 0 e d1 = 5. Além disso, 5 é hamado de parte deimal;
2. Note que: 123, 123⇒ a = 123 e d1 = 1, d2 = 2, d3 = 3. Além disso, 123 é hamado de parte
deimal.
Por outro lado, observe que:
0, 5 =
1
TOME NOTA. Todo número deimal pode ser esrito através de uma fração deimal, isto
é:
a, d1d2 · · ·dn = ad1d2 · · · dn
isto é, somamos sempre parte inteira om parte inteira e parte deimal om a parte deimal. Veja:
1 , 234
12 , 340
+ 123 , 400
Exemplo 25. Multiplique os números 4, 32 e 3, 2.
Solução. Para multipliar números deimais realizamos a operação omo se fossem números inteiros.
Não levando em onta a vírgula. Conluída a operação, ontamos o número de asas deimais de
todas as parelas e oloamos a vírgula, a partir da direita do resultado nal. Por exemplo, o produto






tiver menos asas deimais. Para nalizar, as vírgulas são retiradas e efetuamos a divisão. Como




Por outro lado, o número
10
⇓N = 1.
Portanto, 1 é o número racional associado a dízima periódica 0, 9999999999 · · · .
Teste seu conhecimento. Determine o número raional que representa a dízima perió-
dia 0, 777777777 · · · .
Resp.
7




⇓1000 ·N −N = 817
⇓




Todos os números que conhecemos são racionais?





Pelo fato da escritura ser muito antiga foi possível apenas verificar que a propriedade é um
triângulo isósceles cujos lados iguais medem 1km. Aplicando o Teorema de Pitágoras, obtemos:
h2 = 12 + 12,
o que implica que:
h2 = 2.
Pergunta. Existe um número raional
a
Por exemplo, sabemos que 9 é um número ímpar e que 10 é um número par. Assim,
9 = 2 · 4 + 1 e 10 = 2 · 5.
Observe que no primeiro exemplo s = 4 e no segundo t = 5.
Lema 1. Seja a um número inteiro. Se a é um número impar, então a2 também será um número
impar.
Demonstração. Temos que mostrar que:
a2 = 2s0 + 1,
para algum s0 ∈ Z.
De fato, sendo a um número ímpar, segue que existe um s ∈ Z, tal que:
a = 2s+ 1.
Dessa forma,
a2 = (2s+ 1)2 = (2s+ 1) · (2s+ 1) = 4s2 + 4s+ 1 = 2 · (2s2 + 2s) + 1,
o que implica que:
a2 = 2 · (2s2 + 2s) + 1.
Basta tomar, s0 = 2s2 + 2s. 
Lema 2. Seja a um número inteiro. Se a2 é um número par, então a também será um número par.
Demonstração. A prova deste Lema será feita por contradição. Não se esqueça que por hipótese
temos que a2 é par. Essa informação será valiosa no decorrer da prova.
Suponha que a seja um número ímpar. Segue do Lema (1) que:
a2 é um número ímpar .
Essa última afirmação contradiz a hipótese de a2 ser par. A contradição surgiu ao considerar-
mos que a é um número ímpar.
Portanto, se a2 é par então a também será um número par. 





Pergunta. Existe um número que seja solução da equação h2 = 2?
A resposta é sim. Vamos construir um ponto da reta que seja solução de h2 = 2. Sobre a reta
marque o seguimento de comprimento 1 a partir da origem.
1O
A







Observe que h é a hipotenusa do triângulo OAB e pelo Teorema de pitágoras temos h2 = 2.






Como acabamos de ver, existem números que não são racionais. Tais números serão cha-
mados de irracionais e denotados por I.
Definição 11. 1. Um número é irracional se não pode ser esrito na forma
x
2. O conjunto dos números reais, denotado por R, é o onjunto formado pelos números rai-
onais e irraionais, isto é,
R = {x : x ∈ Q ou x ∈ I} = Q ∪ I.









João e sua esposa Marli são apaixonados por provas de rali. Dentre os muitos acessórios
necessários para se realizar um boa prova, creio que a bússola mereça destaque.
No útimo final de semana, ao participarem de um prova regional, João e Marli tiveram que
superar um obstáculo extra. A bússola do casal apontava apenas para quatro direções: norte,
sul, leste e oeste.
Por simplicidade, os pontos do percurso no qual os competidores devem utilizar a bússola
para não se perderem será chamado de “Ponto Chave”, denotado por “PC”. Assim, se o percurso


































Realizando uma análise rápida, observamos que se o percurso apresentar um “PC” temos
apenas quatro posibilidades para seguir. Se existir dois pontos chave, temos
4 · 4 = 16 possibilidades para prosseguir. Uma vez que, para cada caminho anteriormente to-
mado, temos agora mais quatro possibilidades. Agora, se o caminho a percorrer apresentar 10
“PC”, teremos:
4 · 4 · 4 · 4 · 4 · 4 · 4 · 4 · 4 · 4 = 1.048.576 possibilidades .
Existe um forma prática para representarmos o produto de 10 fatores iguais ao número 4?
A resposta será dada pela próxima definição.
Definição 12. Seja b um número real e onsidere n um número natural. A potência bn é denida
omo sendo o produto
bn = b · b · · · b︸
Observação. As seguintes armações seguem diretamente da Denição(12):
1. 0n = 0;
2. Se b 6= 0, então bn é sempre um número não nulo;
3. b1 = b.
Exemplo 27. Utilizando a Denição(12) podemos reesrever o produto 4 · 4 · 4 · 4 · 4 · 4 · 4 · 4 · 4 · 4
na forma simpliada 410. Note que, neste aso, temos a base b = 4 e o expoente n = 10.
Exemplo 28. Qual número é representado pela potênia 210?
Solução. Pela Denição (12), temos que: 210 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2︸
Propriedade 1 (Propriedade Fundamental). Seja b um número real e onsidere m,n dois números
naturais. Então:
bm · bn = bm+n,
ou seja, preserva-se a base e soma-se os expoentes.
Demonstração. A prova deste Lema é onsequênia direta da Denição(12). Note que:
bm = b · b · · · b︸
Exemplo 29. Calule 4 · 42.
Solução. Pela Propriedade (1), temos que 4 · 42 = 43 = 64.
Exemplo 30. Efetue o produto 16 · 25.
Solução. Observe que 16 = 24. Assim,
16 · 25 = 24 · 25.
Logo, apliando a Propriedade Fundamental, obtemos:
16 · 25 = 29 = 512.
Teste seu conhecimento. Expresse o produto 9 · 81 · 729 através de potênias.
Resp. 312.
Aprendemos que para efetuar o produto de duas potências de mesma base preservamos a base
e somamos os expoentes. Agora, se os expoentes forem os mesmos e as bases distintas, pre-
servamos os expoentes e somamos as bases?
O raciocínio não está correto. A resposta certa é dada pela próximo propriedade.
Propriedade 2. Seja n um número natural e onsidere a, b dois números reais. Então:
an · bn = (a · b)n,
ou seja, preserva-se o expoente e multiplia-se as bases.
Demonstração. Como:
an = a · a · · · a︸
Se n = 0, então qual o valor da potência b0?
Propriedade 3. Seja b um número real não nulo e onsidere n = 0. Então:
b0 = 1,
ou seja, todo número elevado a zero é um.
Demonstração. Sendo b um número real não nulo, obtemos da Observação (1), que bn é não nulo,
para todo n. Segue do Lema (1) que:
b0 · bn = b(0+n) = bn,
o que implia que:




Porque na Propriedade (3) a base deve ser um número real não nulo?
Note que se a base é zero, então teríamos a seguinte potência 00. A potência 00 é uma
indeterminação, isto é, é um expressão não definida.
Para maiores detalhes, sobre o estudo da potência 00 veja a Revista do Professor de Matemá-
tica, número 76, páginas 8-11.
Até o momento, estudamos potências com bases nulas e não nulas considerando sempre
expoentes naturais.
É possível estender o conceito de potência de forma a estudarmos expoentes negativos, isto é,
calcularmos potências da forma b−n?
Respondemos esta pergunta, enuciando a seguinte Propriedade:
Propriedade 4. Seja b um número real não nulo e onsidere n um número natural. Então:
b−n =
1
Agora, de (1.2) e (1.3), obtemos:




Propriedade 5. Sejam m,n dois números inteiros e onsidere b um número real. Então:
bn
Teste seu conhecimento. Simplique a expressão
(
32 · 42
4. Se n = 2, então o número 2
√
Porque na definição (13) estamos considerando b um número real positivo?
Vamos analisar um simples exemplo. Suponha que a seja a raiz quadrada de −4, ou seja,√












No término desta unidade o aluno entusiasmado estará familiarizado como os seguintes con-
ceitos:
⊲ Grandezas proporcionais;
⊲ Divisão em partes proporcionais;
⊲ Grandezas proporcionais a várias outras;
⊲ Grandezas direta ou inversamente proporcionais a várias outras;
⊲ Porcentagem.
Prezado aluno, para melhor compreensão deste módulo leia paralelamente os seguintes textos:
1. Iezzi, G., Egenszajn, D., Hazzan, S. Fundamentos de matemática elementar - Ma-
temática Comercial, Financeira e Estatística, Ed. Atual, Vol. 11, 2004.
2. Carvalho, P. C. P., Lima, E. L., Morgado, A. C. e Wagner, E. , Temas e Problemas Ele-
mentares, Coleção do Professor de Matemática, Sociedade Brasileira de Matemática,
Rio de Janeiro, 2006.
Razão
Dentre os muitos significados que podemos encontrar nos dicionários da palavra razão, uma
se destaca:
“Razão é a relação existente entre
grandezas da mesma espéie.
Pergunta. O leitor seria apaz de formalizar o oneito de razão matematiamente?
Vejamos como tal conceito surge em nosso cotidiano. Após investir R$ 100 milhões a mais,
o COB (Comitê Olímpico Brasileiro) teve como retorno só duas medalhas a mais do que em
Pequim: 17. O governo esperava entre 18 e 23. O país ficou em 22o lugar, e os EUA voltaram a
liderar o ranking. "Queríamos mais", disse Marcus Freire, do COB. A Lei Piva repassou R$ 331
milhões para preparar atletas para Londres.
A diferença de R$ 100 milhões a mais não representa o real aumento nos investimentos.
Dividindo o valor dos investimentos nas olimpíadas de 2012 pelos investimentos referentes às
olimpíadas de 2008, obtemos:
Investimentos 2012
Dessa forma, a razão entre a hora marada no relógio verde e a hora marada no relógio preto
em minutos é dada pelo quoiente
120 minutos
Proporção
Certo medicamento é vendido em cartelas contendo apenas dois comprimidos. A razão entre
o número de cartelas e o número de comprimidos é representada pelo quociente
1








5 Cartelas 10 Comprimidos
−→ razão=⇒ 5
Note que, simplificando a razão
3
Resolvendo a equação na variável x, temos:






Resolvendo a equação na variável x, tem-se:(
2 +
1
TOME NOTA. Para alular a razão
x
Analogamente, considerando a razão entre as horas trabalhadas e a renda salárial obtida
teremos sempre um valor constante igual a
1
Solução. Considerando h o número de horas trabalhadas e R a renda, para simpliarmos a solução
vamos representar os dados do exeríio na tabela:
Grandezas Inversamente Proporcionais
Uma determinada empresa possui R$ 2048,00 para dividir entre as instituições de caridade
da cidade onde está localizada. Se a cidade possuir 4 instituições de caridade cada uma rece-
berá R$ 512,00. Se a cidade possuir 8 instituições de caridade cada uma receberá R$ 256,00.
Observe a tabela.
Exemplo 43. Na tabela abaixo as grandezas x e y são inversamente proporionais. Obtenha os
valores de s e t.
Portanto, om 5 pintores trabalhando a pintura do esritório será realizada em 48 horas.
Teste seu conhecimento. Duas grandezas x e y são inversamente proporionais. Quando
x = 3, temos y = 20. Qual o valor de x para y = 18?
Resp.
10
Portanto, 27,5% de R$ 45,00 é R$ 12,375.








Equações do 1◦ e 2◦
grau
No término desta unidade o aluno empenhado estará familiarizado com os conceitos:
⊲ Estrutura do conjunto dos números reais;
⊲ Equações do primeiro grau;
⊲ Inequações do primeiro grau e sua representação gráfica;
⊲ Equação do segundo grau: completando quadrados;
⊲ Inequações do segundo grau e sua representação gráfica.
Prezado aluno, para melhor compreensão deste módulo leia paralelamente os seguintes textos:
1. Demana, F. D., Waits, B. K., Foley, G. D., Kennedy, D., Pré-cáculo, Ed. Pearson, São
Paulo, 2009.
2. Guidorizzi, H. L., Um Curso de Calculo Volume 1, Ed. LTC, 2001.
3. Carvalho, P. C. P., Lima, E. L., Morgado, A. C. e Wagner, E. , A matemática do ensino
médio, Coleção do Professor de Matemática, Sociedade Brasileira de Matemática, Rio
de Janeiro, 2006.
4. Lima, E. L, Análise Real Volume 1: Funçães de Uma Variável, Coleção Matemática
Universitária, IMPA,Rio de Janeiro, 1996.
No módulo, Sistemas de Numeração, apenas detectamos a existência dos números reais,
mas não exploramos seus predicados. Neste módulo, mostraremos que as equações e inequa-
ções do 1◦ e 2◦ grau são obtidas através do estudo dos “Axiomas” que estruturam o conjunto dos
números reais. Tais propriedades são exploradas na próxima seção.
Propriedades dos números reais
No conjunto dos números reais definimos a operação de adição que associa o par de núme-
ros reais x, y à soma x+ y,
+ : R ·R −→ R
(x, y) 7−→ x+ y
e a operação de multiplicação que associa o par de números reais x, y ao produto x · y,
· : R ·R −→ R
(x, y) 7−→ x · y
Nos estudos matemáticos, um Axioma é uma hipótese inicial da qual outros enunciados são
logicamente deduzidos. Diferentemente de teoremas, Axiomas não podem ser demonstrados,
porque básicamente eles são as hipóteses iniciais.
Agora que já sabemos o que é um axioma, representando por (A) as propriedades rela-
cionadas com a adição, por (M) as propriedades relacionadas com multiplicação e por (D) a
propriedade que relaciona as duas operações. Podemos observar que as operações definidas
anteriormente em R satisfazem os seguintes axiomas:
(A1) - Associativa: para todo x, y, z ∈ R, temos x+ (y + z) = (x+ y) + z.
(A2) - Comutativa: para todo x, y ∈ R, temos x+ y = y + x.
(A3) - Existência do elemento neutro aditivo: para todo x ∈ R, existe um único elemento 0 ∈ R
tal que x+ 0 = x.
(A4) - Existência do inverso aditivo: para todo x ∈ R, existe um único elemento −x ∈ R tal
que x+ (−x) = 0.
(M1) - Associativa: para todo x, y, z ∈ R, temos x.(y.z) = (x.y).z.
(M2) - Comutativa: para todo x, y ∈ R, temos x.y = y.x.
(M3) - Existência do elemento neutro multiplicativo: para todo x ∈ R, existe um único ele-
mento 1 ∈ R tal que x.1 = x.
(M4) - Existência do inverso multiplicativo: para todo x ∈ R, x 6= 0, existe um único elemento
x−1 =
1
máticas básicas utilizadadas em nosso dia a dia. Por exemplo, podemos explicar o que significa
expressões como “passar dividindo”, “passar para o outro lado om o sinal invertido”,
etc.
Observação. Nas Propriedades (A4) e (M4) efetuamos as operações pela direita,
x+ (−x) = 0 e x · x−1 = 1,
mas devido a omutatividade da adição e multipliação temos também verdadeiras as sentenças
efetuadas pela esquerda
(−x) + x = 0 e x−1 · x = 1.
Observação. Nas Propriedades (A4) e (M4) efetuamos as operações pela direita,
x+ (−x) = 0 e x · x−1 = 1,
mas devido a omutatividade da adição e multipliação temos também verdadeiras as
sentenças efetuadas pela esquerda
(−x) + x = 0 e x−1 · x = 1.
No conjunto dos números reais definimos a operação de subtração, x− y, que associa o par
de números reais x, y a soma x+ (−y),
− : R ·R −→ R
(x, y) 7−→ x− y
e a operação de divisão,
x
um problema dentro de uma determinada situação. Matematicamente dizemos que esse x é
o valor que não se conhece. Em países como China e Alemanha é por tradição introduzir um
assunto matemático através de um problema real.
Por exemplo, no país dos sonhos todo cidadão pode ser considerado aposentado quando a
soma da sua idade ao se aposentar com o número de anos trabalhados for igual a 55, isto é,
idade + anos trabalhados = 55.
Pergunta. Com que idade se aposentaria um idadão que teve seu iniio de trabalho om
21 anos?
Usaremos uma letra qualquer, por exemplo x, para representar a idade na época da aposen-
tadoria. Assim sendo, temos que o número de anos trabalhados por este cidadão é de (x − 21)
anos , uma vez que o trabalhador possuia 21 anos no início da jornada de trabalho.
Utilizando a formula da aposentadoria, temos:
x+ (x− 21) = 55,
o que implica que:
2x− 76 = 0.
Definição 18. 1. Uma equação do primeiro grau ou linear na variável x em R é toda igualdade
do tipo
ax+ b = 0,
om a, b, x ∈ R e a 6= 0.
2. A letra x é hamada de incógnita da equação (a palavra inógnita signia desonheida).
3. A parela que se enontra à esquerda do sinal de igual é hamada de primeiro membro e a
parela que está a direita é hamada de segundo membro.
4. Os números que ompõem o primeiro e o segundo membro de uma equação do primeiro grau
são hamados elementos.
5. Conjunto Universo, denotado por U , é o onjunto de todos os valores que a variável x pode
assumir.
6. Conjunto verdade ou solução, denotado por V ou S, é o onjunto dos valores de U , que
tornam verdadeira a equação.
Observação. A equação ax + b = 0 é hamada equação do primeiro grau pelo fato da
potênia que aompanaha a variável x ser 1, isto é, x = x1. Futuramente, veremos equações
ujo grau será 2, ou seja, a inógnata x estará elevada ao quadrado, x2. Neste texto,
quando não menionado, o onjunto universo será sempre o onjunto dos números reais,
isto é, U = R. Além disso, vale ressaltar que o onjunto solução está sempre ontido no
onjunto universo, ou seja, S ⊂ U .
Todos os alunos já ouviram de muitos professores que para resolver a equação
2x− 76 = 0 basta seguir os passos:
1. Passe o número vinte que está no primeiro membro para o segundo membro da equação
com o sinal oposto para obter a igualdade
2x = 55 + 21. (3.1)
2. Passe o número 2 que está multiplicando a icógnita x no primeiro membro para o lado





Teorema 1 (Solução geral de uma equação do primeiro grau). Seja
ax+ b = 0, (3.3)
om a, b, x ∈ R e a 6= 0 uma equação do primeiro grau na variável x em R. Então o onjunto solução
da equação (3.3) é S =
{
− b
Porque o produto de qualquer número real por zero sempre resulta em zero?
Intuitivamente é muito fácil entender que quando multiplicamos um número por zero obtemos
como resultado exatamente zero. Por exemplo, se aplicarmos zero reais em qualquer banco,
no final de um ano vou resgatar zero de rendimentos. Através desse raciocínio muito exemplos
podem ser construídos. A resposta para esta pergunta será dada utilizando os axiomas (A1),
(A2), (M4) e D.
Lema 4. O produto de qualquer número real om o elemento neutro da adição é sempre igual a zero,
isto é, se x ∈ R e 0 é o elemento neutro da adição, então
x · 0 = 0.
Demonstração. Para provarmos este resultado, estudaremos a soma:
x · 0 + x.
Como 1 é o elemento neutro do produto (Axioma (M4)) temos:
x · 0 + x = x · 0 + 1 · x. (3.5)
Utilizando a Axioma (D) no segundo membro da igualdade (3.5), obtemos:
x · 0 + x = x · 0 + 1 · x = x · (0 + 1). (3.6)
Como 0 é o elemento neutro da adição,
0 + 1 = 1.
Assim, da igualdade (3.6) tem-se:
x · 0 + x = x · 1.
Segue da Observação (3) que 1 é o elemento neutro da multipliação tanto pela direita omo pela
esquerda, ou seja,
1 · x = x.
Apliando este fato à igualdade (3.6), segue que:
x · 0 + x = x. (3.7)
Agora, somando −x a igualdade (3.7), temos:
(x · 0 + x) + (−x) = x+ (−x). (3.8)
Apliando os Axiomas (A1) e (A4) ao lado esquerdo e direito respetivamente da igualdade (3.8)
x · 0 + (x+ (−x)) = 0.
Como (x+ (−x)) = 0 (Propriedade (A4)), onluímos que:
x · 0 = 0.

TOME NOTA. Como o produto de todo número real por zero é igual a zero e o onjunto
dos números reais é innito, temos que a equação,
0 · x = 0,
possui innitas soluções. Neste aso, temos U = R omo onjunto universo.
Aplicando o Axioma (D), a soma (3.9), tem-se:
x · (−y) + x · y = x · (−y + y). (3.10)
Utilizando o Axioma (A3) no lado direito da igualdade (3.10):
−y + y = 0.
Assim a igualdade (3.10) pode ser reescrita por:
x · (−y) + x · y = x · 0.
O Lema (4) nos diz que:
x · 0 = 0.
Dessa forma, de (3.10), segue que:
x · (−y) + x · y = 0. (3.11)
Como o produto de dois números reais é um número real segue do Axioma (A3) que existe
−(x · y) ∈ R, tal que:
(x · y) + (−(x · y)) = 0.
Assim sendo, somando −(x · y) a ambos os lados da igualdade (3.11), obtemos:
(x · (−y) + x · y) + (−(x · y)) = 0 + (−(x · y)). (3.12)
Aplicando a associativa da adição (Axioma (A1)) ao lado esquerdo da igualdade (3.12):
x · (−y) + ((x · y) + (−(x · y)). (3.13)
Aplicando o Axioma (A4) ao lado direito da igualdade (3.13):
0 + (−(x · y)) = −(x · y). (3.14)
Assim sendo, reescrevemos a igualdade (3.14) por:
x · (−y) + ((x · y) + (−(x · y)) = −(x · y).
Pela Axioma (A3), temos:
((x · y) + (−(x · y)) = 0,
o que implica que:
x · (−y) + 0 = −(x · y).
Agora, como 0 é o elemento neutro da adição, segue que:
x · (−y) = −(x · y),
o que finaliza a prova do item 1.
Vamos agora provar o item 2. Para provarmos este item estudaremos a soma:
(−x) · (−y) + (−(x · y)).
Pelo item 1, temos que −(x · y) = x · (−y) o que implica que:
(−x) · (−y) + (−(x · y)) = (−x) · (−y) + x · (−y). (3.15)
Aplicando a Propriedade (D) no lado direito da igualdade (3.15), tem-se:
(−x) · (−y) + (−(x · y)) = ((−x) + x) · (−y).
Sendo (−x) o elemento oposto de x, obtemos:
(−x) · (−y) + (−(x · y)) = 0 · (−y).
Segue do Lema (4) que 0 · (−y) = 0 o que implica que:
(−x) · (−y) + (−(x · y)) = 0. (3.16)
Somando em ambos os lados da igualdade (3.16) o número real x · y, tem-se:
(−x) · (−y) + (−(x · y)) + x · y = x · y.
Como −(x · y) é o elemento oposto do número real x · y, temos:
(−x) · (−y) + 0 = x · y.
Visto que 0 é o elemento neutro da adição, concluímos:
(−x) · (−y) = x · y.

Observação. Como onsequênia imediata do Lema (5), temos para todo número real x,
−(−x) = x, −(+x) = −x, +(−x) = −x.
Exemplo 50. Determine a solução da equação:
2(3− 4x)− 5(2x+ 3) = x− 17. (3.17)
Solução. Primeiramente vamos simpliar o membro esquerdo da equação. Note que, apliando a
distributiva, tem-se:
2 · (3− 4x) = 2 · 3 + 2 · (−4x) = 6− 8x
5 · (2x+ 3) = 5 · 2x+ 5 · 3 = 10x+ 15.
Assim,
2(3− 4x)− 5(2x+ 3) = 6− 8x− (10x+ 15)
= 6− 8x− 10x− 15
= −18x− 9.
Após a simpliação, a equação iniial foi reduzida à igualdade
−18x− 9 = x− 17,
uja a solução é desrita omo segue:
−18x− 9 = x− 17.
⇓






Para saber se a solução está orreta basta substituir o valor
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Equações do 2◦ grau
Não é de hoje que a telefonia celular vem crescendo a passos largos. A mais nova atração
são os celulares “Smartphone”. Por exemplo, se um “Smartphone” possui uma tela retangular cuja
área mede 16 mm2 e, além disso, tem de largura uma vez e meia a sua altura, então qual seria
as as dimensões desta tela?
Caro aluno, não se assuste! A solução deste problema é muito simples. Se considerarmos
altura da tela do “Smartphone” de x, temos que 1, 5x será a sua largura. Sabemos que a área de
uma figura retangular é calculada multiplicando-se a medida da sua largura, pela medida da sua
altura, temos:
x · (1, 5x) = 16.
que pode ser expressada como:
1, 5x2 − 16 = 0. (3.20)
A equação (3.20) é chamada de equação do segundo grau. Abaixo daremos mais detalhes
sobre esta equação.
Definição 19. Uma equação quadrática em x é uma equação om duas variáveis x, uma om grau
1 e outra om grau 2. Matemátiamente falando é toda equação do tipo:
ax2 + bx+ c = 0, (3.21)
om a, b e c números reais e a 6= 0.
Observação. Se a = 0, então a equação 3.21 torna-se uma equação do primeiro grau.
Exemplo 53. São exemplos de equações do 2◦ grau:
x2 − x = 0, 2x2 − 3 = 0, 4x2 − 8x+ 3 = 0.
Como calcular as soluções de uma equação de grau 2?
Primeiramente começaremos a responder esta pergunta resolvendo uma
equação do 2◦, com a = 1, b = 0 e c = −y2, ou seja, uma igualdade do tipo:
x2 − y2 = 0. (3.22)
Antes de resolvermos a equação (3.22) precisamos entender o que ocorre quando o produto
de dois números reais é igual a zero. Veja o Lema abaixo:
Lema 6. Se o produto de dois números reais é zero, então um dos dois números tem que ser zero,
isto é,
x · y = 0⇒ x = 0 ou y = 0.
Demonstração. Existem duas forma de se provar este resultado. A primeira é considerar x 6= 0 e
mostrarmos que y = 0. A segunda é considerarmos y 6= 0 e verificarmos que x = 0.
Apenas por conveniência vamos supor que y 6= 0 e provar que x = 0. De fato, como x 6= 0
segue do Axioma (M4) que existe y−1, tal que:
y · y−1 = 1.
Multiplicando a igualdade x · y = 0 pela esquerda por y−1, temos:
(x · y) · y−1 = 0 · y−1. (3.23)
Aplicando o Lema 4 à direita da igualdade (3.23), obtemos:
0 · y−1 = 0. (3.24)
Utilizando o Axioma (M1) à direita da igualdade (3.24), tem-se:
x · (y · y−1) = 0. (3.25)
Agora, aplicando o Axioma (M3) à direita da igualdade (3.25), segue que:
y · y−1 = 1,
o que implica:
x · 1 = 0.
Sendo x · 1 = x pelo Axioma (M4), concluímos que:
x = 0.

Utilizando o Lema (6), a solução da equação (3.22) será dada pelo próximo lema.
Lema 7. Se dois números reais têm quadrados iguais, isto é, x2 = y2, então x = ±y.
Demonstração. Somando −y2 a ambos os membros da igualdade x2 = y2, segue que:
x2 + (−y2) = y2 + (−y2).
Sendo −y2 o elemento oposto de y2 temos:
x2 + (−y2) = 0.
Segue da observação 3 que:
x2 − y2 = 0.
Note que,
(x+ y) · (x− y) = x · x− x · y + y · x− y · y
⇓
(x+ y) · (x− y) = x2 − x · y + y · x− y2.
Como vale a comutativa da multiplicação, isto é, x · y = y · x, obtemos:
−x · y + y · x = 0,
o que implica que:
(x+ y) · (x− y) = x2 − y2. (3.26)
Da igualdade 3.26, obtemos:
(x+ y) · (x− y) = 0.
Aplicando o Lema 4, segue que:
x+ y = 0 ou x− y = 0,
o que mostra:
x = −y ou x = y.

TOME NOTA. O onjunto solução para uma equação do 2◦ do tipo x2− y2 = 0 é dado por
S = {−y, y}. Por exemplo, o onjuto solução da equação x2 − 144 = 0 é S = {−12, 12}.
Visto que a equação x2 − 144 = 0 pode ser reesrita na forma x2 − 122 = 0.
O quadrado de qualquer número real não nulo é um número positivo?
Utilizando os Axiomas relacionados aos números reais positivos, observamos que o conjunto
solução da equação x2 + y2 = 0 é obtido através da seguinte frase:
“Todo número não nulo elevado ao quadrado é positivo”.
No próximo Lema vamos mostrar que tal frase é verdadeira.
Lema 8. Todo número real não nulo ao quadrado é um número real positivo. Matematiamente
falando, temos:
x ∈ R e x 6= 0⇒ x2 ∈ R+.
Demonstração. Sendo x um número real temos pela Propriedade RP1 que:
ou x ∈ R+ ou x = 0 ou − x ∈ R+.
Como por hipótese x 6= 0 nos restam as seguintes possibilidades:
ou x ∈ R+ ou − x ∈ R+.
Se x ∈ R+, então pela Propriedade PR1, temos que x · x ∈ R+. Agora, como x2 = x ·
x, concluímos que x2 ∈ R+. Por outro lado, se x ∈ R−, então −x ∈ R+. Novamente pela
Propriedade RP1, temos que (−x) · (−x) ∈ R+. Como x2 = (−x) · (−x) segue da Observação 3,
concluímos que x2 ∈ R+. 
TOME NOTA. Através do Lema (8) onluímos que o onjunto solução da equação
x2 + y2 = 0 é S = {∅}(onjunto vazio). Uma vez que não existe nenhum número real
ujo quadrado é um número real negativo.
x2 + y2 = 0⇒ x2 = −y2.
⇓0 = x · (x− 1)
⇓
x = 0 ou x− 1 = 0
⇓
x = 0 ou x = 1.
Logo, o onjunto solução S = {0, 1}. 
Exemplo 55. Resolva a equação do segundo grau 2x2 − 3 = 0.
Demonstração. Multipliando a equação por
1
Logo, temos S =
{√
Observação. 1. Se ∆ < 0, então não existe solução para ax2 + bx + c = 0. Uma vez





Note que a área do quadrado é x2. Assim, surge o primeiro termo da nossa equação. A partir do



















Da equação 4x2 − 8x+ 3 = 0, temos:
a = 4, b = −8, c = 3.
Pelo Teorema 2 sabemos que as soluções são dadas pelas expressões:
x =
−b±√
Teste seu conhecimento. Resolva a equação x2 − 2x + 3
O4: - Monotocidade da multiplicação: se x < y, então para todo z > 0, temos x ·z < y ·z. Além
disso, se z < 0, temos x · z > y · z.
Demonstração. Provaremos inicialmente a transitividade. Note que:
x < y ⇒ y − x ∈ R+(definição 20)
y < z ⇒ z − y ∈ R+(definição 20).
Sendo y − x, z − y ∈ R+ temos pela Propriedade RP1 que:
(y − x) + (z − y) ∈ R+.
Agora,
(y − x) + (z − y) = y − x+ z − y = y − y + z − x = 0 + z − x = z − x.
Como (y − x) + (z − y) = z − x e (y − x) + (z − y) ∈ R+, segue que:
z − x ∈ R+,
o que implica pela definição (20) que
x < z.
Aqui provaremos a tricotomia. Como x, y ∈ R temos também que y − x ∈ R. Agora, pela
Propriedade RP2, temos:
y − x ∈ R+ ou y − x = 0 ou y − x ∈ R−.
Observe que:
y − x ∈ R+ ⇒ y < x,
y − x = 0⇒ x = y.
Como y − x ∈ R− temos que −(y − x) ∈ R+ o que implica que:
−(y − x) ∈ R+ ⇒ −y + x ∈ R+.
Assim, x− y ∈ R+ e concluímos que x < y.
Agora provaremos a monotocidade da adição. Se x < y, então segue da Propriedade RP1
que y − x ∈ R+. Por outro lado, podemos escrever y − x da seguinte forma:
y − x = y − x+ 0
= y − x+ (z − z)
= y + z − x− z
= y + z − (x+ z)
Como y − x ∈ R+ e y − x = (y + z)− (z + x), temos que:
(y + z)− (z + x) ∈ R+,
o que implica que:
(y + z) < (z + x).
Para concluir, provaremos agora a monotocidade da multiplicação. Note que se x < y e z > 0
então,
y − x ∈ R+ e z ∈ R+.
Assim, temos:
(y − x) · z ∈ R+,
o que implica que:
y · z − x · z ∈ R+,
Logo, pela Propriedade RP1, segue que:
y · z < x · z.
Agora, se x < y e z < 0, então,
y − x ∈ R+ e − z ∈ R+.
Assim, temos:
(y − x) · (−z) ∈ R+,
o que implica que:
y · (−z)− x · (−z) ∈ R+,
⇓
−(y · z)− x · z ∈ R+,
x · z < y · z

INTERVALOS
Os intervalos são subconjuntos dos números reais, definidos por:
[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b} - Intervalo Fechado
(a, b) = {x ∈ R : a < x < b} - Intervalo Aberto
[a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b}
(a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b}
(−∞, b] = {x ∈ R : x ≤ b}
(−∞, b) = {x ∈ R : x < b}
[a,+∞] = {x ∈ R : a ≤ x}
(a,+∞) = {x ∈ R : a < x}
(−∞,∞) = R.
Inequações do 1◦ grau
O conjunto dos números reais é rico em propriedades. Por exemplo, se a, b e x são números
reais e a 6= 0, temos que ax + b também é um número real. Assim, pela Propriedade RP2
obtemos:
ax+ b = 0, ou ax+ b < 0, ou ax+ b > 0.
Quando a primeira situação acontece temos uma equação do primeiro grau em x, ampla-
mente estudada na seção anterior. As duas outras situações são traduzidas pela definição:
Definição 21. Uma inequação do 1◦ grau ou linear em x é uma desigualdade do tipo:
1. ax+ b < 0;
2. ax+ b > 0,
om a, b ∈ R e a 6= 0.
Para resolvermos uma inequação do 1◦ grau utilizaremos as propriedades da relação de or-
dem < estudadas anteriormente.
Exemplo 57. Determine o onjunto solução de inequação 2x− 1 < 4x+ 3.
Solução. Pela Propriedade O3 do Lema 9, somando 1 a ambos os lados da inequação, a desigualdade
não se altera, isto é,
2x−1 + 1︸
⇓2x < 4x+ 4. (3.29)
Repetindo o proesso, mas agora somando −4x a ambos os lados da desigualdade (3.29), segue
que:
2x+ (−4x) < 4x+ (−4x)︸
-2 -1 0 1 2
A bola aberta signia que o −2 não faz parte da solução da inequação.
Exemplo 58. Resolva a inequação
5x+ 7





-6 -5 -4 -2 -1
−19
altera:
3 · 4 ≥ 3 ·
(
4y − 5
0 1 2 3 4
−1
Teste seu conhecimento. Resolva a inequação
2x− 1
Teste seu conhecimento. Resolva a inequação x2 − 2x+ 3
Não podemos aplicar a fórmula de Baskara diretamente a uma equação biquadrada. Na
verdade, para determinar o conjunto solução de tais equações é preciso transformá-las em uma
equação do segundo grau.
SOLUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO BIQUADRADA
Através da substituição y = x2 reduzimos uma equação biquadrada para um equação do
segundo grau. Depois utilizarmos o método de Baskara para obtermos as raízes. De fato, como
x4 = (x2)2, segue que:
0 = a(x2)2 + bx2 + c
y=x2
= ay2 + by + c.
Após a substituição y = x2, obtemos a equação do segundo grau:
ay2 + by + c = 0.
Agora, aplicando o Teorema (2), temos as soluções:
y1 =
−b+√
⇓0 = y2 − 5y + 4.
Vamos agora, enontrar as soluções da equação 0 = y2 − 5y + 4. Como,
∆ = b2 − 4ac
= (−5)2 − 4 · 1 · 4
= 25− 16
= 9,
seque do Teorema (2) que:





O Teorema de Pitágoras
No término desta unidade o aluno estudioso estará familiarizado como os seguintes conceitos:
⊲ Enunciado e algumas demonstrações do Teorema de Pitágoras;
⊲ Reciproca do Teorema de Pitágoras: ternos pitagóricos;
⊲ Generalizações do Teorema de Pitágoras.
Prezado aluno, para melhor compreensão deste módulo leia paralelamente os seguintes textos:
1. Rich, B., Schmidt P. A., Geometria, Coleção Schaum, Ed. Bookman, 3a Edição, 2000.
2. Barbosa, J. L. M., Geometria euclidiana plana, Sociedade Brasileira de Matemática.
3. Carvalho, P. C. P., Lima, E. L., Morgado, A. C. e Wagner, E. , A matemática do ensino
médio, Coleção do Professor de Matemática, Sociedade Brasileira de Matemática, Rio
de Janeiro, 2006.
Noções básicas sobre triângulos
Considere o triângulo retângulo ABC (ângulo de 90◦ em B) de lados a, b e c dado pela figura:
A B
C
FIGURA 4.1: Triângulo retâgulo







FIGURA 4.2: Hipotenusa e Catetos
Enunciados do Teorema de Pitágoras
Enunciado 1: relacionando comprimentos. Em qualquer triângulo retângulo, o quadrado
do comprimento da hipotenusa é igual à soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.
Enunciado 2: relacionando áreas. Em qualquer triângulo retângulo, a área do quadrado
cujo lado é a hipotenusa, é igual à soma das áreas dos quadrados cujos lados são os catetos.
Traduzindo o enunciado 2 através da figura 4.3, obtemos que a área do quadrado azul é
sempre igual a soma das áreas dos quadrados vermelho e verde.
Ambos os enunciados são descritos matemáticamente da seguinte forma:
Teorema de Pitágoras. Considere ABC um triângulo retângulo. Se b é a medida de hipote-
nusa e se a e c são as medidas dos catetos , então:






FIGURA 4.3: Teorema de Pitágoras
Prova do Teorema de Pitágoras
PROVA 1: COMPARAÇÃO POR ÁREAS
Considere o triângulo retângulo ABC de lados a, b e c dado pela figura:
A B
C
Utilizando a figura acima podemos construir um quadrado AFED de lado b + c da seguinte
forma: soma-se ao lado AC do triângulo ABC de comprimento b, a quantidade c (onde c é o







Traçando pelo ponto B um seguimento paralelo ao lado AD e traçando pelo ponto C outro










Dividindo o retângulo IHEG em dois triângulos retângulos pela diagonal, tem-se três triângu-









Área do triângulo ABC =
c · b
A área do quadrado AFRD contruído a partir do triângulo ABC é dada por:
Área do quadrado AFED = (b+ c) · (b+ c) = b2 + bc + cb+ c2
= b2 + 2ac+ c2.
Algebricamente, subtraindo a área dos quatro triângulos retângulos do quadrado AFRD tem-
se:
A1 = Área do quadrado AFED − S = (b2 + 2ac+ c2)− 2ac = b2 + c2. (4.1)
Observação. Assim, podemos onluír que dado um quadrado de lado b + c se retirar-






A área da figura resultante é a área de um quadrado de lado a, isto é,
A2 = Área(✷AFED)− Área(4∆ retângulo ) = Área(✷BHGC) = a2. (4.2)
Agora, segue da Observação (4) que A1 = A2, ou seja,
a2 = b2 + c2,
concluindo assim, a primeira prova do Teorema de Pitágoras.
PROVA 2: SEMELHANÇA DE TRIÂNGULOS






Traçamos um segmento que parte do ângulo A e chega até o lado BC do triângulo ∆ABC





















Note que o seguimento AC de comprimento a foi dividido em dois outros segmentos, BH e HC
de tamanhos m e n respectivamente, isto é,
a = m+ n.



















Os triângulos HAC e ABC são semelhantes, pois ambos têm um ângulo reto, compartilham o
mesmo ângulo B̂ e, além disso, o terceiro ângulo é o mesmo em ambos os triângulos B̂ + Ĉ + 90◦ = 180◦Ĉ + 90◦ + y = 180◦
⇓ B̂ + Ĉ = 90◦Ĉ + y = 90◦
⇓ B̂ + Ĉ = 90◦Ĉ = 90◦ − y
⇓
B̂ + (90◦ − y) = 90◦ ⇒ B̂ = −90◦ + y + 90◦ ⇒ B̂ = y.
Seguindo o mesmo raciocínio, mostramos que o triângulo HBA também é semelhante ao
triângulo ABC.
































Dessa forma, a área do quadrado ✷BEFC está relacionada com a área dos triângulos
∆FDB, ∆GED, ∆HCE e ∆IBC e a área do quadradro ✷FGHI. Note que o lado CH do
triângulo ∆HCE é a soma dos seguimentos CI e IH. Como CI mede c e o seguimento CH mede
b temos que o seguimento IH mede b − c. Assim sendo, concluímos que o lado do quadrado
✷FGHI mede b− c.
Sendo as áreas dos triângulos todas iguais a
bc
⇓a2 = b2 + c2.
Exemplo 62. Num triângulo retângulo de ateto 24 m, a diferença entre a hipotenusa e o segundo
ateto é de 12 m. Determine a medida dos lados.
Solução. Considerando h e c a hipotenusa e o ateto desonheidos, obtemos:
h− c = 12.
Dessa forma,
h = 12 + c.
Apliando o Teorema de Pitágoras, segue que:
h2 = 242 + c2.
Como h = 12 + c, temos a igualdade:
(12 + c)2 = 82 + c2 ⇒ 144 + 24c+ c2 = 576 + c2 ⇒ 144 + 24c+ c2 = 576 + c2 ⇒
144 + 24c = 576 ⇒ 24c = 432 ⇒ c = 432
Recíproca do Teorema de Pitágoras: ternos pitagóricos
Na seção anterior, mostramos de três formas diferentes que dado um triângulo retângulo ABC
com AB=c, BC=a, CA=b e Â = 90◦, então o quadrado da hipotenusa é sempre igual à soma dos
quadrados dos catetos, isto é, a2 = b2 + c2.
Nesta seção, nosso objetivo é responder à seguinte questão:
Se a, b e c são números reais positivos satisfazendo a igualdade a2 = b2 + c2, então existe um
triângulo retângulo ABC, com AB=c, BC=a, CA=b e Â = 90◦?
A prova deste resultado será feita por contradição, isto é, vamos supor que se a, b e c são
números reais positivos satisfazendo a igualdade a2 = b2 + c2, então não existe um triângulo
retângulo ABC, com AB=c, BC=a, CA=b e Â = 90◦ e chegaremos a uma contradição.
Suponha por contradição que existam números reais positivos a, b e c satisfazendo a igual-
dade a2 = b2+c2 e considere existência de um triângulo ABC, com AB=c, BC=a, CA=b e Â 6= 90◦.
Sendo Â 6= 90◦ temos duas possibilidades: ou Â > 90◦ ou Â < 90◦.
Caso: a2 = b2 + c2,AB=c, BC=a, CA=b e Â > 90◦.



































Como DAC e DBC são triângulos retângulo temos: b2 = h2 + x2a2 = h2 + (x+ c)2. ⇒
 b2 = h2 + x2a2 = h2 + x2 + 2xc + c2.




































Como DAC e DBC são triângulos retângulo temos: b2 = h2 + x2a2 = h2 + (x+ c)2. ⇒
 b2 = h2 + x2a2 = h2 + x2 + 2xc + c2.
Combinando as duas equações obtemos:
a2 =
=b2︷
Construção de triângulos retângulo: ternos pitagóricos
Nesta seção, dados três números reais positivos a, b e c estudaremos em que condições a
igualdade a2 = b2 + c2 é satisfeita, isto é, quando a, b e c geram um triângulo retângulo. Para este
fim, necessitamos de alguns conceitos básicos que fundamentam tal estudo.
Definição 24. Sejam a, b e c números inteiros positivos satisfazendo a > b e a > c. Dizemos que a
terna (a, b, c) é um terno pitagório se:
a2 = b2 + c2.
Exemplo 63. As ternas (21, 28, 35) e (372, 925, 977) são ternos pitágorios. De fato,
212 + 282 = 441 + 784 = 1225 = 352
3722 + 9252 = 138.384 + 855.625 = 994009 = 9972
Observação. O triângulo de lados 372, 925, 977 é o triângulo retângulo de maior perímetro
que tem lados menores que 1000.
Definição 25. Considere o terno pitagório (a, b, c). Dizemos que (a, b, c) é um terno pitagório
primitivo se md(b, c) = 1.
Exemplo 64. A terna (21, 28, 35) não representa um terno pitagório primitivo. Note que, se repre-
sentarmos por D(21), D(28) os divisores de 21 e 28 respetivamente, obtemos:
D(21) = {1, 3, 7, 21}
D(28) = {1, 2, 4, 7, 28}.
Assim, md(21, 28) = 7 e, portanto, segue da denição 25 que a terna não é primitiva. Já a terna
(33, 56, 65) é um terno pitagório uma vez que sendo:
D(33) = {1, 3, 11, 33}
D(56) = {1, 2, 4, 7, 8, 28, 56}
obtemos md(33, 56) = 1.
Observação. O terno pitagório (21, 28, 35) foi obtido da terna (3, 4, 5)multipliando ada
um dos elementos por 7. Observe que a terna (3, 4, 5) é um terno pitagório primitivo.
Proposição 1. Se (a, b, c) é um terno pitagório primitivo e k é um inteiro positivo, então (ka, kb, kc)
é um terno pitagório, mas não primitivo.
Demonstração. Primeiramente mostraremos que (ka, kb, kc) é um terno pitagório. De fato,
(kb)2 + (kc)2 = k2b2 + k2c2 = k2(b2 + c2).
Agora, omo (a, b, c) é um terno pitagório primitivo temos:
b2 + c2 = a2.
Assim, segue que:
(kb)2 + (kc)2 = k2(b2 + c2) = k2a2 = (ka)2.
Logo, (kb)2 + (kc)2 = (ka)2 e, portanto, (ka, kb, kc) é um terno pitagório.
Resta provarmos, que (ka, kb, kc) não é primitivo. Note que os números kb e kc apresentam além
do 1 o k omo divisores. Assim, md(kb, kc) 6= 1.
Portanto, (ka, kb, kc) não pode ser um terno pitagório primitivo. 
Teste seu conhecimento. As ternas (11, 13, 15) e (33, 26, 30) são ternos primitivos.
Resp. A primeira terna é um terno pitagório primitivo, mas a segunda não.
CONSTRUÇÃO DE TERNOS PITAGÓRICOS: FÓRMULA DE EUCLIDES
Teorema 3. Se m e n são números inteiros positivos tais que m > n, então o terno (a, b, c), om:
a = m2 + n2
b = m2 − n2
c = 2mn
é um terno pitagório.
Demonstração. Note que:
b2 + c2 = (m2 − n2)2 + (2mn)2 = (m4 − 2m2n2 + n4) + (4m2n2) = m4 + 2m2n2 + n4
Por outro lado,
a2 = (m2 + n2)2 = m4 + 2m2n2 + n4.
O que mostra que:
a2 = b2 + c2.

Generalizações Do Teorema De Pitágoras
PRIMEIRA GENERALIZAÇÃO
O Teorema de Pitágoras pode ser estendido ao espaço de três dimensões, considerando um
bloco retangular cuja base é um retângulo de medidas a e b, altura c e diagonal de comprimento











Neste contexto temos a seguinte relação:
d2 = a2 + b2 + c2.
Demonstração. Observe que na base do bloco encontra-se um retângulo ABCH cujo lado maior







Do triâgulo ABD temos:
x2 = a2 + b2.







d2 = x2 + c2.
Combinando as duas igualdades segue que:
d2 = x2 + c2 = a2 + b2 + c2.

Exemplo 65. Determina o omprimento da diagonal de um paralelepípedo ujas dimensões são 12
m, 6 m e 8 m.
Solução. Sendo as dimensões do paralelepípedo 12 m, 6 m e 8 m, note que:
d2 = a2 + b2 + c2
= 122 + 62 + 82
= 144 + 36 + 64
= 244.
Dessa forma,
d2 = 244 ⇒ d =
√
Teste seu conhecimento. A aresta do ubo da gura mede 4 m de omprimento. Cal-




Resp. ∼= 16, 6m.
SEGUNDA GENERALIZAÇÃO


























Condiderando a área do triângulo ABC igual a S, a do triângulo OAB igual a S1, a do triângulo
OBC igual a S2 e a do triângulo OCA igual a S3 temos a seguinte versão do Teorema de Pitágoras


















No término desta unidade o aluno pesistente estará familiarizado com os conceitos:
⊲ Unidade de área;
⊲ Área do retângulo, paralelogramo, triângulo e trapézio;
⊲ Área do círculo;
⊲ Cáculo do π pelo método dos polígonos.
Prezado aluno, para melhor compreensão deste módulo leia paralelamente os seguintes textos:
1. Rich, B., Schmidt P. A., Geometria, Coleção Schaum, Ed. Bookman, 3a Edição, 2000.
2. Carvalho, P. C. P., Lima, E. L., Morgado, A. C. e Wagner, E. , Temas e Problemas Ele-
mentares, Coleção do Professor de Matemática, Sociedade Brasileira de Matemática,
Rio de Janeiro, 2006.
3. Lima, E. L, Medida e Forma em Geometria: Comprimento, Área, Volume e Se-
melhança, Sociedade Brasileira de Matemática, Rio de Janeiro, 1991.
4. Lima, E. L, Áreas e Volume, Coleção Fundamentos da Matemática Elementar, Socie-
dade Brasileira de Matemática, Rio de Janeiro, 1985.
Unidade de Comprimento de Área
As unidades de comprimeto mais usadas são quilômetro (km), hectômetro (hm), decâmetro
(dam), metro (m), decímetro (dm), centímetro (cm) e milímetro (mm). A unidade de medida de
comprimento adotada pelo Sistema Internacional é ometro. Na tabela abaixo são estabelecidos





Assim, observamos que uma unidade de área é representada por uma unidade de compri-
mento ao quadrado, isto é,
1 u.a = 1 (u.c)2.
Por exemplo, se o lado do quadrado for medido em decímetro, hectômetro ou até mesmo
milímetro teremos um quadrado unitário de área 1 cm2, 1 hm2 e 1 mm2 respectivamemte.
ÁREA DO QUADRADO








Então, a área do quadrado ABCD é dada por:
Área(ABCD) = l · l = l2.
Prova. A prova deste resultado será dividida em quatro casos.
Caso 1: ℓ ∈ N.
Sendo ℓ um número inteiro, obtemos:







ℓ segmentos de tamanho 1
Traçando paralelas horizontais e verticais em cada seguimento marcado sobre os lados do





Assim, para computar a área do quadrado ABCD necessitamos contabilizar o número de
quadrados unitários utilizados para preencher o quadrado de lado ℓ.
Como determinamos o número de quadrados unitários que estão preenchendo o quadrado
ABCD de lado ℓ?
Vamos responder esta pergunta através de um exemplo concreto. Considere o quadrado


















. Note que, sendo
6 o lado do quadrado, o número de quadrados unitários obtidos é expresso através da
relação 6 · 6, ou seja, o lado do quadrado A′B′C ′D′ elevado ao quadrado.
Respondendo a pergunta, o número de quadrados unitários que estão preenchendo o qua-
drado ABCD de lado ℓ será dado pela relação:
ℓ · ℓ = ℓ2.
Dessa forma, representando por U cada quadrado unitário utilizado para preencher o qua-
drado ABCD temos:
Área(ABCD) = Soma das áreas dos quadrados unitários
que o preenche
= ℓ2 · Área(U)
= = ℓ2 · 1
= = ℓ2.
Caso 2: ℓ =
1
Como os lados do quadrado não podem ser fracionados via retas paralelas, a estratégia é












ℓ = 1ℓ = 1
ℓ = 1















ℓ = 1ℓ = 1
ℓ = 1







































ℓ = 1ℓ = 1
ℓ = 1

















basta encontrarmos o valor da hipo-


























ao considerarmos Área(ABCD) > ℓ2.
Portanto, como a Área(ABCD) não pode ser menor que ℓ2 e nem maior que ℓ2, então
devemos ter:
Área(ABCD) = ℓ2, para todo ℓ ∈ R.
Exemplo 66. Um quadrado tem 121 m2 de área. Qual a medida do lado?
Solução. Como a área do quadrado é dada pela expressão:







Então, a área do retântulo ABCD é lado maior multiplicado pelo lado menor, isto é,
Área(ABCD) = ℓ · L.
Para provar este resultado vamos utilizar a expressão da área do quadrado que já sabemos
calcular, pela seção anterior. Dessa forma, precisamos relacionar a área do retângulo com a
área de um quadrado.
Como relacionamos a área de um retângulo com a área de um quadrado?












































Assim sendo, temos que a área do quadrado FBHI é igual à soma das áreas dos quadrados
FADE e DCHG mais duas vezes a área do retângulo ABCD, isto é,
Área(FBHI) = Área(FADE) + Área(DCHG) + 2 · Área(EDGF ).
Como:




(L+ ℓ)2 = (L)2 + (ℓ)2 + 2 · Área(EDGF )
⇓
L2 + 2Lℓ+ ℓ2 = (L)2 + (ℓ)2 + 2 · Área(EDGF )
⇓
L2 + 2Lℓ + ℓ2 − (L)2 − (ℓ)2 = 2 · Área(EDGF )
⇓








Então, a área do paralelogramo ABCD é o produto da base AB pela altura h, isto é,
Área(ABCD) = ℓ · h.
Para provar este resultado vamos utilizar a expressão da área do retângulo que já sabemos
calcular, pela seção anterior. Dessa forma, precisamos relacionar a área do paralelogramo com
a área de um retângulo.
Como relacionamos a área de um paralelogramo com a área de um retângulo?






O próximo passo, é traçar duas retas paralelas verticais aos pontos A e C do paralelogramo






Como resultado final da construção, obtemos que o paralelogramo ABCD está contido dentro
do retângulo HAFC. Além disso, notamos a presença de dois triângulos retângulos cujos lados









Assim sendo, temos que a área do retângulo HAFC é igual à soma das áreas dos triângulos
HAD e FCD somado com a área do paralelogramo ABCD, isto é,
Área(HAFC) = Área(HAD) + Área(FCD) + Área(ABCD).
Como o lado maior do retângulo (HAFC) é x + ℓ e o lado menor é h e a base e altura dos
triângulos são respectivamente x e h, obtemos:

















Agora, deslocamos a paralela que passa pelo lado AB, preservando a inclinação até o ponto






O próximo passo agora, é traçar uma reta paralela ao lado BC do triângulo ABC e desloca-lá






Como resultado final da construção, obtemos que o triângulo ABC está contido no paralelo-







Assim sendo, temos que a área do paralelogramo ABCF é igual à soma das áreas dos
triângulos ABC e CFA, isto é,
Área(ABCF ) = Área(ABC) + Área(CFA).
Como a base do paralelogramo (ABCF ) é ℓ e possui autura h, obtemos:
ℓ · h = Área(ABC) + Área(CFA).
Por outro lado, note que o triângulo ABC ocupa dentro do paralelogramo ABCF a mesma
área que o triângulo CFA. Assim sendo, temos que:
ℓ · h = Área(ABC) + Área(CFA) = Área(ABC) + Área(ABC)
⇓




Considere um trapézio ABCD cuja base maior é BC = L, a base menor é AD = ℓ e possui







Então, a área do trapézio ABCD é soma da base maior BC com a base menor AD multipli-
cado pela AB pela altura h dividido por 2, isto é,
Área(ABCD) =







Agora, deslocamos a paralela que passa pelo lado AB, preservando a inclinação, até o ponto







Como resultado final da construção, obtemos que o trapézio ABCD contém o paralelogramo








Assim sendo, temos que a área do trapézio ABCD é obtida somando a área do paralelogramo
ABHD com a área do triângulo DHC, isto é,
Área(ABCF ) = Área(ABHD) + Área(DHC).
Como a base do paralelogramo (ABHD) é ℓ, a base do triângulo DHC é L − ℓ e ambas as
figuras possui altura h, obtemos:
Área(ABCF ) = Área(ABHD) + Área(DHC)
⇓





Claramente existem seguimentos menores que r, mas tais seguimentos sempre estão conti-
dos nos respectivos segmentos de tamanho r.
SEMELHANÇA NO CÍRCULO
Considere uma circunferência C1 de centro C = (0, 0) de raio 2 no plano xy.
x
y
C = (0, 0)
r = 2
Vamos marcar, um ponto P1 = (x1, y1) sob a circunferência C1 de modo que os seguimentos
CP1 estabeleça com o eixo x um ângulo de 45◦.
x
y
C = (0, 0)
45◦
P1 = (x1, y2)
A
Não é necessário sabermos as coordenadas do ponto P1 para determinarmos o comprimento
do segmento CP1A. Como P1 está sob a circunferência de raio 2 temos que o comprimento do
segmento CP1 é 2.
Apliquemos o mesmo processo a uma circunferência C2 de centro C = (0, 0) e raio 1.
x
y
C = (0, 0)
r = 1
Vamos marcar agora um ponto Q1 = (x1, y1) sob a circunferência C2 de modo que o segui-





Q1 = (x1, y2)
Analogamente ao caso anterior como Q1 está sob a circunferência de raio 1 temos que o
comprimento do segmento CQ1 é 1.
Assim,
compr(CP1)
A relação observada entre os círculos C1 e C2 sempre ocorre?
A resposta para a pergunta é o seguinte Teorema:
Teorema 4. Sejam C1 e C2 dois írulos no plano de raios r1 e r2 respetivamente. Então os írulos
C1 e C2 são guras semelhantes e a razão de semelhança é a razão entre os raios.




C = (0, 0)
P1 = (x1, y2)
P2 = (x2, y2)
r1
r2
Se CP1 e CP2 são segmentos dos írulos C1 e C2 respetivamente, então CP1 mede r1 e CP2
mede r2. Dessa forma,
ompr(CP1)
Como r é conhecido para estimarmos um valor para π necessitamos de uma aproximação
do comprimento da circunferência. Sempre é possível estimarmos o comprimento de uma
circunferência?
Esse processo sempre é possível e vamos utilizar polígonos regulares inscritos na circunfe-
rência para uma boa aproximação.
Considere um polígono de n lados inscrito numa circunferência de raio 1.
Tomando ℓn = AB como sendo o lado do polígono e considerando C o ponto médio do arco















A área do polígono inscrito de n lados será dada por:
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